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Resumen. El aprendizaje inductivo busca construir modelos generales a partir
de ejemplos especificos, siendo guiado por sesgos inductivos que influyen en
la seleccién de hipétesis y determinan la capacidad de generalizacién. En
este trabajo, nos centramos en caracterizar los sesgos inductivos relacionales
presentes en los mecanismos de atencidn, entendidos como suposiciones sobre las
relaciones subyacentes entre los datos. Desde el marco del aprendizaje profundo
geométrico, analizamos los mecanismos de atencién mas comunes en términos
de sus propiedades de equivariancia respecto a subgrupos de permutaciones, lo
que nos permite proponer una clasificacion basada en sus sesgos relacionales.

Palabras clave: Mecanismos de atencidn, transformadores, sesgos inductivos,
aprendizaje profundo geométrico.

Relational Inductive Biases in Neural Attention Mechanisms

Abstract. Inductive learning aims to build general models from specific
examples, guided by inductive biases that influence hypothesis selection and
determine generalization capability. In this work, we focus on characterizing
relational inductive biases present in attention mechanisms, understood as
assumptions about underlying relationships between data elements. Within
the framework of geometric deep learning, we analyze common attention
mechanisms in terms of their equivariance properties with respect to permutation
subgroups, which allows us to propose a classification based on their relational
biases.

Keywords: Attention mechanisms, transformers, inductive biases, geometric
deep learning.
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1. Introduccion

Uno de los paradigmas mds comunes en los métodos actuales de aprendizaje de
madquina es el aprendizaje inductivo cuyo objetivo es construir una funcién general, o
hipétesis, a partir de ejemplos particulares observados [20,21]. De esta manera, dado
un conjunto de ejemplos de entrenamiento (pares de entrada-salida), el modelo busca
una hipétesis, dentro de un espacio de posibles hipétesis, que se ajuste bien a los datos
de entrenamiento y que pueda generalizarse bien a instancias que no se han visto antes.

Las suposiciones realizadas por un algoritmo de aprendizaje para proponer
hipétesis, que estén definidas para todo el dominio del problema y no sélo para
los valores de los ejemplares observados, constituyen un sesgo inductivo. Son estas
suposiciones las que le dotan de potencial para generalizar a datos no vistos [21]. Otra
forma de sesgo inductivo son aquellas suposiciones que prefieren ciertas hip6tesis sobre
otras. Por lo tanto, los sesgos inductivos juegan un papel clave en la capacidad de
generalizacion de los modelos de aprendizaje de maquina.

A pesar de que los sesgos inductivos son uno de los componentes que permiten
el aprendizaje de diversas tareas, e.g., procesamiento del lenguaje natural (NLP),
reconocimiento y generacién de imagenes, es dificil encontrar trabajos que aborden
formalmente los fundamentos de los sesgos inductivos, particularmente en el
aprendizaje profundo.

En este articulo nos centraremos en exponer el funcionamiento de uno de los
tipos de sesgos inductivos mds prominentes, los sesgos relacionales, que son aquellos
que explotan la estructura relacional inherente a los datos [3]. Nuestro andlisis estard
aplicado a las redes neuronales de tipo transformador (transformer) y sus mecanismos
de atencidon. Proponemos adoptar las estrategias del aprendizaje profundo geométrico
para describir los sesgos relacionales, pues proveen un marco de estudio robusto para
modelar estructuras relacionales en los datos, asi como transformaciones y simetrias.

2. Marco teodrico

2.1. Sesgos inductivos relacionales

Los sesgos inductivos son suposiciones previas, a priori, que ayudan a que el
aprendizaje pueda elegir mejor una hipétesis sobre otra [20]. Tom Mitchell [21] propone
plantearse la pregunta de cudles son los a priori necesarios para que el algoritmo
de aprendizaje pueda realizar un proceso deductivo para generalizar sobre una nueva
instancia x. Estas suposiciones a priori son precisamente lo que se entiende por sesgos
inductivos.

Definicion 1 (Sesgo inductivo) Sea f* : X — Y una funcion objetivo arbitraria y sea
D = {(x,f*(x)) : x € X} un conjunto de datos de entrenamiento y A un algoritmo de
aprendizaje. Un sesgo inductivo de A es un conjunto minimo de suposiciones B tal que
para todo x € X :!

(BADAx)FA(x,D)

! Usamos la notacién de Mitchell [21] tomando a B'y D como conjunciones sobre sus elementos
vistos como proposiciones.
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. Donde A(x,D) es la prediccion del algoritmo entrenado sobre D en la instancia x, -
denota la inferencia de A(x,D) a partir de (BAD Ax):

En particular, nos interesan los sesgos inductivos relacionales [3] para analizar
datos conformados por conjuntos de entidades, que se encuentran estructuralmente
relacionadas entre si. Por ejemplo, sea X un conjunto de enunciados en espafiol, cada
ejemplar x estd constituido por el conjunto de palabras {x,...,x,} en el enunciado.

Definicion 2 (Sesgo inductivo relacional) Dado un conjunto de entidades que
conforman un ejemplar x = {xy,...,x, }, un sesgo inductivo relacional es una suposicion
acerca de las relaciones entre dichas entidades. Es decir, es una estructura relacional
(x,G), tal que G = (V,E) es una grdfica relacionando los elementos de x.

2.2. Aprendizaje profundo geométrico

Para estudiar los sesgos inductivos relacionales dentro de los mecanismos de
atencion, es crucial adoptar un marco tedrico que permita caracterizar y relacionar
los diferentes mecanismos que se han propuesto. Bronstein et al. [6] adoptan un
enfoque basado en caracteristicas geométricas y sus grupos de simetrias. Papillon et
al. [22] han extendido este enfoque a una perspectiva topolégica. Gavranovic et al [13]
proponen un marco mas general basado en teoria de categorias para englobar tanto
perspectivas geométricas y topoldgicas (que llaman “descendentes” o top-down) como
marcos “ascendentes” (bottom-up), que parten de la construccién de arquitecturas con
base a métodos de diferenciacién automatica [1], [23], [5]. Nos enfocaremos en las
relaciones establecidas por una grafica que se asume dentro de los modelos de atencién.
Adoptamos la teorfa del aprendizaje geométrico profundo [7], ya que este modelo
tedrico, al enfocarse en estructuras geométricas del dominio de datos, es ideal para
expresar las relaciones entre las entidades de los datos.

El aprendizaje profundo geométrico adopta una metodologia de estudio basada en
el programa de Felix Klein para la geometria [16]: se define un conjunto o dominio
de elementos y grupos de transformaciones asociadas a este dominio. Con base en
esta idea, el objetivo del aprendizaje geométrico profundo es determinar caracteristicas
(principalmente relacionales) sobre el dominio de datos y determinar el tipo de capas
ocultas que pueden aprovechar dichas caracteristicas.

La idea esencial detras del aprendizaje profundo geométrico radica en estudiar a los
ejemplares x y las relaciones entre sus entidades x;. Estas suelen representarse a través
de grificas G = (V,E) donde los vértices en V se asocian a las entidades y E representa
sus relaciones. El dominio de los datos y la tarea determinan el tipo de capas de un
modelo profundo. Estas capas deben preservar la informacion relevante para resolver
las tareas. Para formalizar esto, es primordial el concepto de funcién equivariante.?

2 Un ejemplo de especial interés son las capas convolucionales. En estas, el dominio consiste
en imagenes, que pueden entenderse como elementos x € RF*W*C donde H es la altura, W
la anchura y C el niimero de canales. La accién de una traslacion g € ¢ puede representarse
por una matriz de traslacién T = p(g), de tal forma que Tx es una traslacién de la imagen x.
Una convolucién f : RFWXC _y REXWXC o equivariante ante traslaciones en tanto se puede
comprobar la igualdad f(Tx) = T f(x).
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Definicion 3 (Funcion equivariante) Sea & un grupo de simetrias sobre un conjunto
X, una funcion f : X — X se dice que es 4-equivariante si para toda accion del grupo
g € Y se cumple que:

f(p(g)x) =p(g)f(x). (1)

Donde p(g) es la representacion (matricial) de la accion g.

Otro concepto importante dentro del marco tedrico es el de invarianza y las
funciones invariantes donde se tiene que f(p(g)x) = f(x). Dadas las caracteristicas
de los mecanismos de atencién nos enfocaremos en funciones ¢-equivariantes, o
simplemente equivariantes. El marco del aprendizaje profundo geométrico permite
definir una gran cantidad de capas principalmente para arquitecturas de redes
neuronales de gréficas. Veremos que las capas de atencién caben bajo el concepto de
una capa grafica.

Definicion 4 (Capa grafica) Una capa grdfica (o de envio de mensajes) depende de
una grdfica G = (V,E) con un sistema de vecindades N, para cada vértice asociado a
una entidad x,. De tal forma que la nueva entidad oculta h, es de la forma:

hy, = ¢(xw @ ll’(xwxu))- (2)

ue N,
En donde se distinguen los siguientes elementos:

1. Funcion de mensaje W(x,,x,): Genera un mensaje (generalmente un vector) con
base en x, y sus vecinos x,.

2. Funcion de agregacion @: Determina cémo se combinan los mensajes para la
actualizacion; se pide que sea un operador conmutativo.

3. Funcion de actualizacion §(-,-): Define la forma final que tendrd la nueva
representacion h, con base en la representacion original x, y la estructura
relacional.

En la Seccién 3, estudiamos las equivarianzas de los mecanismos de atencién a
partir de subgrupos de permutaciones finitas S,. Para esto tomamos como punto de
partida el teorema de Cayley que apunta a que todo grupo es isomorfo a un subgrupo
de permutaciones [8].

2.3. Mecanismos de atencion

Los mecanismos de atencién fueron introducidos, para el problema de traduccion
automdtica en redes recurrentes, por Bahdanau et al. [2]. Posteriormente, Vaswani
et al. [27] propusieron reemplazar las recurrencias por mecanismos de atencién
que trabajaran sobre los mismos datos de entrada, lo que llam6 auto-atencidén
(self-attention). A partir de estos trabajos se han definido nuevas arquitecturas y capas
de atencién, de las cuales aqui presentamos las mds comunes, comenzando por la
auto-atencion [27].
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Definicion 5 (Auto-atencion) Dado un conjunto de entidades de un ejemplar
{x1,.,xn} conx; € R4, un mecanismo de auto-atencion es una capa de la forma:

hi = Y o, x;) yi (), 3)
J
donde o/(x;,x;) son los pesos de atencion definidos como:

i ()" (xi) ) @

Vd

Denotamos con Wy, Wi y W, a las proyecciones aplicadas a las entidades de entrada,
generalmente definidas por una funcion lineal o afin.

o(xi,x;) = Softmax(

Los transformadores [27] integran un tipo de atencién similar a la de Bahdanau
[2] que representa las entidades de entrada (en el codificador) con las de la salida
(el decodificador). Esta atencién codificador-decodificador, puede ser definida bajo los
conceptos de la Definicion 5 restringiendo la forma en que se determinan las relaciones.

Definicion 6 (Atencion codificador-decodificador) Supdngase una  biparticion
determinada por los conjuntos de entidades X = {x1,...xm} ¢ Y = {y1,...,yn}-
Definimos la atencion codificador-decodificador como el mecanismo que para todo y;,
coni€ {1,...,n}, obtiene las representaciones ocultas como:

hi =Y ot (yi, x;) w (%)) 4)
j=1

Donde a(y;,x;) se define de forma similar a la Ecuacion 4.

Cuando los mecanismos de atencién se utilizan para predecir un elemento (entidad),
dado un conjunto previo (como en la generacion de texto), el entrenamiento de estos
modelos no puede asumir que los elementos previos dependen de los futuros, que atin
no conoce. Para lidiar con esto, los decodificadores en los transformadores implementan
mecanismos de atenciéon enmascarada [27].

Definicion 7 (Atencion enmascarada) Dado un conjunto de entrada de entidades
ordenadas xi,..,x,, un mecanismo de atencion enmascarada es una capa que obtiene
representaciones de la forma:

hi=Y o(xi,x;) ¥ (x)), (6)

J<i
donde los pesos de atencion o(x;,x;) se estiman como en la Ecuacion 4.

En la definicién previa hemos definido un orden para simplificar la expresion en la
sumatoria. La idea de desconectar nodos dentro de la grifica que define las relaciones
entre las entidades en un mecanismo de atencién puede llevarse todavia maés lejos.
Por ejemplo, Child et al. [9] sugieren un mecanismo de atencién por pasos donde las
relaciones estdn acotadas por distintas restricciones, como un limite a los elementos
previos con los que se puede conectar una entidad.
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Definicion 8 (Atencion por pasos) La atencion por pasos es un tipo de atencion
dispersa donde, dada una entrada con entidades ordenadas xi,...,x,, se obtienen sus
representaciones como:

hi=Y, olxi,x;)y(x)), %)

1<j<i

donde t = max{0,i — k} para una constante k'y o(x;,x;) es como en la Ecuacion 4.

Otra forma general de obtener mecanismos de atencidn es asumir que las relaciones
entre las entidades de cada ejemplar son arbitrarias, y estdn definidas por la matriz de
adyacencia de una gréfica [28].

Definicion 9 (Atencién en graficas) Dadas las entidades {xi,..,x,} de un dato con
informacion sobre sus vecinos A; para toda i, un mecanismo de atencion en grdficas
es una capa de la forma:

hi: Z a(xhxj)wv(xj)a (8)
JEN

donde o.(x;,x;) son los pesos de atencion como en la Ecuacion 4.

La atencién dispersa y la atencioén en gréficas se diferencian en que la atencién
dispersa asume relaciones arbitrarias para todos los ejemplares del dominio de datos,
mientras que en la atencién en graficas, las relaciones dependen de cada dato particular.
Este ultimo mecanismo es la forma mds general de un mecanismo de atencién de donde
se pueden derivar los mecanismos definidos anteriormente.

2.4. Atencion como nicleo generalizado

Tsai et al. [26] proponen clasificar los mecanismos de atencién con base en un
nticleo (kernel), centrado en la funcién o(x;,x;) de la Ecuacién 4. Bajo esta perspectiva,
los pesos de atencién dependen de una funcién k : X x X — R, donde X es el
espacio de rasgos para los mecanismos de atencién (tanto rasgos posicionales como
no posicionales [27]). En este marco, k(-,-) es un nicleo, que en los mecanismos de
atencidn es exponencial, y ya que las proyecciones ¥, ¥, no son simétricas en general,
se considera a k como un nicleo generalizado (no simétrico).

La visién basada en kenerls [26] no considera los sesgos inductivos que pueden
existir dentro de estos mecanismos. En lo que sigue, asumimos que los pesos de
atencién o¢(x;,x;) estdn determinados por el softmax de los productos k(x;,x;) bajo
un nucleo generalizado. Esto es:

o(x;,xj) = Softmaxg (Ki,j), )

No abordamos a profundidad las consecuencias que tiene el uso de diferentes tipos de
nucleos [26], puesto que nuestra propuesta se enfoca a sesgos inductivos relacionales.
Aunque cabe sefialar que esta vision daria pie a sesgos relacionales no necesariamente
binarios. Esta es una perspectiva que dejamos como trabajo a futuro. Sefialamos que
nuestra propuesta no es contraria, sino complementaria a la visién de estos mecanismos
en el marco de los niicleos generalizados.
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3. Resultados

A partir de la revision de los diferentes mecanismos de atencién (Seccién 2.3) se
pudo observar que estos mecanismos comparten un nicleo general en donde se tiene
una agregacion de forma aditiva de los valores de entidades vecinas ponderados por una
probabilidad generalmente estimada por una funcién softmax. Este hecho ya introduce
un sesgo inductivo relacional dentro de los mecanismos de atencion.

Proposicion 1 (Sesgo de relaciones estocasticas) Las capas de atencion asumen que
las relaciones entre las entidades x|, ..., x, son estocdsticas.

La matriz de atencién, que denotaremos como o, define la matriz estocéstica
asociada, en donde cada entrada o; ; := a(x;,x;) = p(x;|x;). Esta probabilidad estd dada
en términos de la funcién softmax (Ecuacion 9).

Cabe sefialar que los mecanismos de atencién se enmarcan dentro de capas de
la forma expuesta en la Ecuacion 2 (Definicién 4): i) la funcién de mensaje estd
determinada como (x;,x;) = a(x;,x;)y,(x;); i) la agregacién se da por medio de
la suma sobre todas las entidades de un dato; y iii) la funcién de actualizacién obtiene
las nuevas representaciones como la agregacién de los mensajes. Resaltando el marco
gréfico y estocdstico, proponemos una definicién general de capa de atencidn.

Definicion 10 (Capa de atencion) Una capa de atencion es un tipo de capa grdfica
(Definicion 4) que estima la representacion de un conjunto de entidades {x,xy,...,x, }
con sistema de vecindades {N; : i =1,2,...,n} a partir del valor esperado sobre una
distribucion p de estas vecindades:

hi =B, [W0(0)],

Donde la esperanza se estima sobre las relaciones de una matriz de adyacencia dada
como (Ecuacion 9):
o(x;,xj) = Softmaxk (K ;).

W, (x) es una proyeccion de los datos sobre el espacio de valores.

En lo que sigue, nos basamos en esta definicion para mostrar los sesgos inductivos
relacionales a los que responde cada uno de los mecanismos de atencién. En particular,
nos enfocaremos en la forma en que las relaciones se manifiestan en la matriz de
atencion, pues, como hemos sefialado, es esta matriz la que determina las relaciones
entre entidades. Para esto, nos centramos en los procesos de enmascaramiento.

Lemma 1. Las relaciones que subyacen al dominio de datos en un mecanismo de
atencion, se manifiestan en la matriz de atencion como un proceso de enmascaramiento.

Demostracion. El proceso de enmascaramiento consiste en eliminar ciertas entradas de
la matriz de atencién . Sea K la matriz de productos (Ecuacién 9) al que se aplica la
funcién softmax. Una entrada se enmascara a partir de la asignacion K; ; = —oo antes
de aplicar el softmax, de tal forma que se tiene que @; ; = 0. Claramente esto representa
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(a) Matriz de atencién (b) Gréfica relacional

Fig.1. Ejemplo de las relaciones establecidas por medio de un mecanismo de
auto-atencion.

una desconexién en la estructura gréfica relacional. Si G = (V, E), podemos facilmente
definir el proceso de enmascaramiento como:

K — k(x,-7xj) si (l,]) cE
Y] —e si (i, ) ¢ E.

De esta forma, el enmascaramiento estd determinado por el tipo de relaciones que se

asumen en el dominio de datos.

Teorema 1 (Sesgo relacional en auto-atencion) Las capas de auto-atencion asumen
un sesgo inductivo relacional con base en una grdfica completamente conectada [6].

Demostracion. En una capa de auto-atencién (Definicién 5), la agregacion, que en las
redes de transmisién de mensajes se aplica sobre los vecinos en la grafica del nodo que
representa a la entidad x;, se aplica sobre todas las entidades de entrada.

Con base en el Lema 1, si K es la matriz de productos, es claro que para todo x;,x;
entidades de los datos de entrada se tiene que K; ; = k(x;,x;) > —oo, por lo que en la
matriz de atencion ¢; ; > 0. Esto implica que no se realizan desconexiones en la grafica
subyacente; es decir, se asume una grifica completamente conectada.

Por tanto, las capas de auto-atencién asume un sesgo inductivo relacional donde las
entidades de un datos se relacionan todas entre si, esto es, E = X x X (véase la Figura 1).
Con respecto a las capas de atencion codificador-decodificador (Definicion 6), éstas se
conforman a partir de una agregacién con respecto a las entidades de entrada y buscan
unicamente representar entidades de salida.

Teorema 2 (Sesgo relacional atencion codificador-decodificador) Las capas de
atencion codificador-decodificador asumen un sesgo inductivo relacional con base en
una grdfica bipartita.

Demostracion. En una capa de atencién codificador decodificador se tiene un conjunto
de datos x,X2,...,Xn, 1,2, .-, ¥m CON una particion de las entidades X = {x1,...,x,} y
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(a) Matriz de atencion (b) Gréfica relacional

Fig. 2. Ejemplo de las relaciones establecidas por medio de un mecanismo de atencién
codificador decodificador.

Y ={y1,...,ym} donde X NY = 0. La matriz de productos K entonces estd determinada
de la siguiente forma:

k(yi,xj) siy;€EYAx;€X

Kij=
—oo en otro caso.

Estoes, o; j > 0siysdlosix; € X yy; €Y, porlo que la matriz de atencién s6lo conecta
el bloque inferior izquierdo (Figura 2).

La particién estd determinada por las entidades del dato de entrada y del dato
de salida; generalmente, se trata de una gréifica dirigida que va de las entradas
hacia las salidas. Esta atencién se puede aplicar tanto a transformadores como
a redes recurrentes.

El tercer mecanismo a revisar es la atencién enmascarada (Definicién 7). Estos tipos
de atencién asumen un orden en las entidades de entrada, de tal forma que, al pensarse
como una grafica, una conexion se da entre dos nodos si y sélo si una de las entidades
precede a otra en este orden.

Teorema 3 (Sesgo relacional en atencion enmascarada) Las capas de atencion
enmascarada asumen un sesgo inductivo relacional de orden total.

Demostracion. Sea x = {x1,x2,...,X, } el conjunto de entidades de entrada, y definase
un orden O(x) = {(x;,xi41) : i = 1,...,n — 1} sobre las entidades. Al tomar la
matriz de productos K del mecanismo de atencidn, consideramos el enmascaramiento
determinado por las entradas de la matriz en la siguiente forma:
k(x,-,xj) si ] <i

K= .

—oo S1J>1.

De tal forma que la matriz de atencién tendrd entradas o;; # 0 si y sélo si el
elemento x; precede al elemento x; en O(x), mientras que las otras entradas representan
desconexiones en la grafica. Claramente, las relaciones diferentes de O estdn en la parte
triangular superior de la matriz de atencién (Figura 3).
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Fig.3. Ejemplo de las relaciones establecidas por medio de un mecanismo de
atencion enmascarada.
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salta «——-«

cerca

gato
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cerca
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Fig. 4. Ejemplo de las relaciones establecidas por medio de un mecanismo de atencién
por pasos.

Ya que se cumple: i) para toda i, i < i por identidad; ii) si j < iy i < j entonces
i = j (de lo contrario habria conexiones en la parte triangular superior de la matriz de
adyacencia); y iii) cuando k < jy j <, entonces k < i pues i se conecta con todos los
precedentes, podemos concluir que el orden es total.

El tipo de relaciones en las capas de atencién enmascarada introducen un sesgo
inductivo relacional donde se asume que las entidades no se conectan con elementos
subsecuentes. Esto, como es bien sabido, es util para la representacién de secuencias.

Tanto la atencién enmascarada como la atencién dispersa por pasos (Definicién 8)
pueden verse como formas de relacionar las entidades de una gréfica tinicamente con
elementos previos. Esto define una gréfica dirigida cuya matriz de adyacencia cuenta
unicamente con la parte triangular inferior. En el caso de la atencién por pasos, también
se presentan ceros en la pare inferior de la matriz de adyacencia pero acotado a un
nimero dado de elementos previos (véase Figura 4).

Teorema 4 (Sesgo relacional en atencion por pasos) Las capas de atencién por

pasos asumen un sesgo inductivo donde un elemento se conecta con los p elementos
previos para un p fijo y dado un orden previo.
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Demostracion. Se puede observar que la atencién por pasos es similar a la atencidn
enmascarada y también requieren de un orden O(x) sobre las entidades. Bajo este orden,
se pueden definir las entradas de K como:

k(x,-,xj) sit < j<i

K =
Y e Sit>j>i

Definimos aqui t = méx{0,i — p} para algdin p > 0. Las relaciones entre las entidades
s6lo se dan con los ¢ elementos previos, lo que define una gréfica aciclica dirigida (DAG
por sus siglas en inglés) que determina el sesgo inductivo relacional en este tipo de
mecanismos.

3.1. Sensibilidad a equivarianzas

Para analizar el tipo de equivarianzas ante las cuales son sensibles las capas de
atencién, nos basamos en subgrupos de permutaciones [8]. Con respecto a las capas de
auto-atencion tenemos el siguiente resultado ya presentado en [6].

Teorema 5 (Equivarianza en auto-atencion) Las capas de auto-atencion son
equivariantes ante permutaciones.

En la atencién enmascarada y la atencién por pasos, podemos ver que existe una
dependencia de un orden previamente establecido.

Teorema 6 (Equivarianza en atencion enmascarada) Las capas de atencion
enmascarada son equivariantes ante traslaciones.

Demostracion. Una traslacién es una funcién o (i) = i +m para alguna m constante.
Como hemos mostrado, las capas de atencién enmascarada asumen un orden O(x) sobre
las entidades de entrada para crear el enmascarameinto de la matriz de atencién & con
base en la matriz de productos K. Bajo la traslacion es facil observar que la definicién
de cada entrada de K:
Koot = k(xo(i)s Xa(j)) S? o(j) <o(i)
’ —oo sio(j)>o

preserva el orden (si j < i entonces 6 (i) < o (j)).

Teorema 7 (Equivarianza en atencion por pasos) Las capas de atencion por pasos
son equivariantes ante traslaciones.

Demostracion. El Teorema 4 introdujo un orden sobre las entidades que, sin embargo,
no define relaciones de orden total, pues tenemos que para un p fijo si j < i — p entonces
la entidad j no se relaciona con la entidad i, aunque si puede relacionarse con entidades
relacionadas con i, por lo que no tenemos una relacién transitiva. Sin embargo, como
hemos sefialado, la atencién por pasos define una gréfica aciclica dirigida (DAG) en
donde podemos definir un tnico orden topoldgico que hace de esta grafica un orden
total. Por tanto, al igual que con la atencién enmascarada, una traslacién no modifica
las relaciones, pues el orden total resultante con la traslacién se preserva.
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Corolario 1 Los sesgos inductivos relacionales de las capas de atencion por pasos
engloban los de la atencion enmascarada.

La atencién por pasos generaliza a la atencién enmascarada en tanto basta escoger
t = max{n : n = |x|}, es decir, considerar los elementos previos como el valor méximo
que puede tener una secuencia.

Teorema 8 (Equivarianza en atencion codificador-decodificador) La atencion
codificador decodificador es equivariante ante permutaciones en bloques.

Demostracion. Una permutacion en bloque es un epimorfismo o : X — X tal que, dada
una relacion de equivalencia ~, se tiene que si x ~ y en X, entonces ¢ (x) ~ o(y). Como
se sefialé en el Teorema 2, la atencidn codificador-decodificador asume una particién
X UY de los datos, de tal forma, que existe una relacién de equivalencia ~ que subyace a
dicha particién. Claramente si x;,x; € X entonces x; ~ x; por lo que 6(x;) ~ &(x;) y, por
tanto, o' (x;) y o(x;) siguen siendo elementos de X. De forma similar, las permutaciones
sobre elementos de Y permanecen en Y. Ademds los conjuntos X e Y siguen siendo
disjuntos ante este tipo de permutaciones, por lo que la particién prevalece.

3.2. Discusion

Proponemos una jerarquia de mecanismos de atencién comunes, basada en los
sesgos relacionales. Otros trabajos han caracterizado a los transformadores de acuerdo
al tipo de arquitectura en que se presentan [18], [19] sin entrar en detalles en las
caracteristicas de la atencién. El trabajo de Tsai et al. [26], por su parte, presenta
una metodologia para la eleccion de mecanismos de atencién, aunque no aborda la
forma en que los diferentes tipos de enmascaramiento se relacionan o qué tipo de
sesgos introducen.

El Cuadro 1 muestra la clasificacion de los mecanismos de atencién desde el
mas general al mds particular con base al sesgo relacional y a las equivarianzas
que presentan. La atencién en gréificas es mds general que la atencién dispersa.
La auto-atencién relaciona todas las entidades entre si, mientras que la atencidén
enmascarada s6lo permite relaciones con elementos previos, y la atencién por
pasos pone una cota al nimero de elementos previos. Finalmente, la atencion
codificador-decodificador requiere una biparticién.>

La tabla previa también incluye el tipo de datos que estos modelos podrian
trabajar. La atencion en gréficas es util para conjuntos de datos donde cada dato tiene
una estructura grafica independiente; por ejemplo, se ha usado para aplicaciones de
clasificacién de nodos, asi como para superficies 3d descritas por triangulaciones;
un ejemplo de esto el es modelo de GAT [28]. Las redes de auto-atencién suelen
usarse en modelos del lenguaje auto-codificados como BERT [11], donde se asume
una relacién bidireccional. Por su parte, la atencidén enmascarada se utiliza en modelos
auto-regresivos como GPT [10] en los que se asume que se desconoce los elementos
siguientes, por lo que sélo hay relaciones hacia atrds. La atencidén dispersa es utilizada

3 La implementacién de diferentes capas de atencién y de transformadores puede encontrarse
en: https://victormijangosdelacruz.github.io/MecanismosAtencion/.
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Tabla 1. Clasificacién de los mecanismos de atencién mas comunes.

Mecanismo de atencion Relaciones Grupo de simetrias Tipo de datos
Atencion grafica Depende del dato Dindmica Con estructuras
grificas por cada
dato
Atencion dispersa Arbitraria Arbitraria Con relacién gréfica
especifica
Auto-atencién Completamente Permutaciones  Relacionales o
conectada bidireccionales
Enmascarada elementos previos Traslacién Secuenciales
Por pasos p elementos previos Traslacién Secuenciales acotados
Codificador-decodificador Biparticién Sistema de bloques Particionales

por modelos como Unlimiformer [4] el cudl procesa bloques de texto (acotando en
base a la cercania) y se aplica en clasificacion y andlisis textuales. Modelos como ViT
[12][17] o S4 [14] utilizan atencién por pasos en el procesamiento de imagenes como
secuencias de tdkens, transformando secciones de la imagen o parches. Finalmente
TS5 [24] incorpora atencion codificador-decodificador entre la particién de los datos en
elementos de entrada y de salida. Se ha aplicado al lenguaje para traduccion o resumen
automatico. El Cuadro 2 resume estas arquitecturas y sus aplicaciones.

Una de las principales limitantes de los transformadores es que el funcionamiento de
estos radica en mecanismos de atencién que justamente asumen graficas completamente
conectadas, requiriendo de una gran cantidad de datos para poder aprender relaciones
adecuadas. Agregar restricciones a las relaciones que se pueden presentar introduce un
sesgo relacional que puede ayudar a mejorar el rendimiento de las arquitecturas basadas
en estas capas, siempre y cuando estos sesgos inductivos respondan a la estructura de
los datos.

4. Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo hemos presentado una aproximacién tedrica a los sesgos inductivos
relacionales dentro de los mecanismos de atencion. Para esto, nos hemos basado en la
teoria del aprendizaje profundo geométrico [6] que nos ha permitido estudiar el tipo
de subgrupos de permutaciones ante los cuales éstos mecanismos son equivariantes.
Hemos asi conformado una clasificacién segin la suposicién que cada mecanismo
hace sobre las relaciones subyacentes en las entidades del dominio de los datos.
Nuestro andlisis proporciona una comprension mds profunda de cémo funcionan
los mecanismos de atencién y cémo pueden procesar fenémenos complejos, como
variaciones sintacticas en lenguas naturales.

Asimismo, extendimos la caracterizacion de Tsai et al. [26] del enmascaramiento
y las relaciones en los mecanismos de atencién. Sin embargo, en los mecanismos de
atencidn las relaciones se dan no sélo entre pares de entidades (una grafica comun),
sino que pueden existir relaciones de mayor orden (tripletas, cuadripletas, etc.). Las
no linealidades en estos mecanismos, como las evidentes desde la perspectiva de los
kernels generalizados [26], pueden ser una fuente para dichas relaciones de mayor

ISSN 1870-4069 73 Research in Computing Science 154(5), 2025



Victor Mijangos, Ximena Gutierrez-Vasques, et al.

Tabla 2. Modelos con uso de atencién para lenguaje y vision.

Modelo Tipo de Atencion Aplicaciones/Efectos

GAT [28] En gréficas Clasificacién de nodos, clustering, sistemas de
recomendacion, modelos 3d.

BERT [11] Auto-atencion Andlisis de sentimiento, clasificacion de texto, preguntas y
respuestas.

GPT [?] Enmascarada Generacion de texto, traduccidon automadtica, resumen

automadtico. Permite el pre-entrenamiento generativo de un
modelo grande de lenguaje a través de multiples tareas de
manera no supervisada.

Unlimiformer |Atencién dispersa Andlisis de texto, clasificacién de texto, procesamiento

[4] de lenguaje natural. Permite aprender secuencias de largo
alcance con recursos computacionales limitados.
ViT [12] Por pasos Clasificacion de imdgenes, deteccion de objetos,

segmentacion de imdgenes. Captura patrones de atencién

espaciales tanto agnésticos (e.g., en primeras capas) como

sensibles (e.g., en capas méds profundas) al contenido.

TS5 [24] Codificador Traduccién automatica, resumen automadtico, generacion de

decodificador texto. Permite el entrenamiento del modelo a través de
muiltiples tareas de manera no supervisada.

orden. Como ejemplo, en el trabajo reciente de [25] se pudo establecer que los
transformadores visuales consideran interacciones espaciales de alto orden dentro de
cada bloque bésico de sus capas. En [15] interpretan la interaccidn entre tokens de texto
en un modelo de transformador, construyendo relaciones jerarquicas y mostrando que
éstas interacciones no se dan a pares sino que toman lugar a érdenes mayores.

Como trabajo futuro resulta un reto investigar a fondo las relaciones de mayor orden
que pueden darse en éstos mecanismos para poder tener una caracterizaciéon completa
de los mismos. Otro aspecto relevante es investigar las relaciones que existen con otro
tipo de capas como las convolucionales, que pueden verse como un subconjunto de las
capas de atenci6n [6]. Esto puede proporcionar una comprensién mas completa de los
mecanismos de atencion y su papel en las arquitecturas de transformadores.
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